
BREV I NOTE 

Misure di suscettività magnetica mediante 
la Risonanza Magnetica Nucleare 

F: stato vreceden tement.e, dimostmto da 7.:utMERMA N & FosTER 1 che il metodo 
più accurato per effettuare delle misure precise di spostamenti chimici è basato sul­
l' uso di celle roassiali di precisione. Una sezione della rella coassiale normale all'asse 
di rotazione è mostrata in Fig. l . Le regioni numerate da l a 5 sono costituite rispetti-

l 
y 

Fig. l. - Cella coll8slale per misuro di Risonanza )fagnctica 
Xuclcare. 

vamente dal campione, élalle pareti del vetro interno, dal riferimento, «!alle pareti 
tl el vetro esterno e da~ regione esterna occupata dall'aria. 

%nntERliJAN & F osTER 1 hanno dimostrato che. in assenza di rotazione, si otten­
gono, per le molecole che si trovano nella regione anulare, rlue massimi di risonanza 
distinti del campo magnetico. 

La separazione 6 H tra i due campi corrispondenti ai due massimi è data dalla 
eapressione: 

(l ) 

dove Ho è il campo magnetico ester·no e X1 è la suscettività magnetica di volume della 
regione i.esima e a; il raggio relativo. 

Un certo numero di Autori M si sono serviti della teoria di Znt.\IERMAN & FoSTER 
per misure di suscettività magnetica, valendosi della espressione (l). La misura consi­
steva nell' immettere una sostanza di fmscettività incognita nella regione l e nel mi­
sur·are la separazione del segnale di risonanza della sostanza di suscettività nota pre­
sente nella regione anulare 3. La separazione del segnale deriva dal campo magnetico 
non un iforme misurato dalla sostanza di riferimento in condizioni statiche. 

Servendosi del valore della separazione del doppietto misurato e dei valori della 
suscettività X2 e X3 del vetro e della sostanza di riferimento ed inoltre dei paramet ri 
geometrici della cella coassiale si può determinare il valore incognito della suscettività 
Z1 • La bontà della misura viene influenzata dalle scarse precisioni con cui possono 
essere conosciuti i valori della suscettività del vetro e i paramenti geometrici della 
l'ella coassiale ed inoltre dalla inomogeneità del campo. 
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l'èr Remplifi<'arP e rendere pnt pre<'ifla la rni~ura ahhiam o adottato tll l t't•rto 11 11 · 

tnero di ac<·orgimenti. C'ome prima cosa ~i i· Ol'<~e tTato <'he l't'F<pressione l dipendr iu 
maniera analoga da z, e z,. 

QueRta OS!lervazione ci lt :t ;;pinto, per motivi che sant.nno piìt l'itiari in segui to, a 
mettere la Roo;tanza a suo;eet.tività inc·ogni t,a nella, regione anulare e nella regione t·en· 
trale la soRtanza di riferimeut o. Jn Fig. 2 (i11 alto) è ra ppreRI'nta.ta la separazione tra i 

---·--- ~· 

Fi~r. 2. - Lu ~pctt.r·o infcr·iur·l· ntp­

Prt·scntu Ju Ctll'\"11 FIJil'l"i­

JllCiltOl l• P <'l' llfl CIIUI )Jio­

llC di 11 20. J,o s pcttr" 
SU}lCrÌOI'l' I'HJ)JlJ't'~CillU la 
stcs~a Clii'\' Lt dopo H\"t•r· 

PfT<•ltuuto quatt1·o pu~­
sugl{i mcdlnnt~ ru~o !li 
ur1 • ;L'in1r or·r ra(Jinu 
CUIItJIIllCr• . 

segna li di risonanza per llll t·ampione eli H20, q ua ndo nell'inl eruo vi è <tria. ('omr ~i 
vede dallo spettro, a causa, del rumore di fond o clte m odula i ~'<egnali di assor bimento. 
i massimi non possono es~<ere localizzat.i con buona precisione e consegnentemerd e i 
valori di tlH hanno una indeterminazione dell 'ordine dell' l % .• 1'er esempio nel ea~o 
rappresen tato in F ig. 2 (i11 a lto) la separazione misurata ò di 26:! ± 4 <·. p. ;;. 

Per cerca,re di aumen tare la precisione ron l' Ui si !Josson'o localizzare i ma s11i rni 
eli assorhimento abbiamo regiP.trato i segnali di risonanza medhu1te un <• 'l'ime acl'ra· 
ging COUI]J'tl fer », m odello Varia n (' . J 024 usato in congiunzione con il Il OR t ro spett l'O· 

metro a n. !Il. ~. A·60. Tale s istema permette di a umentare la sensibilità dello spettro· 
metro. 11 procedimen t,<• consi!lte sostanzia,lmente nel registrare lo s pettro in esame 
molte volte, e sommare le informazioni ottenute in una memoria a nuclei di fenile. 

Il rappor to segnale/rumore viene a umentato come la radice quadrata del11umero 
rli passaggi. In F ig. 2 (in basso) ù mostrata la separazione del segnale delra<'qna f'he, 
dopn aver effett,ua.to quattro passaggi, risulta di 265 :! 2 (',, p. ~. 

Dalla espressione ( l) si vede inoltre che, per un dato valore i11eugnit o di Za, il 
valore di tlH , ferma res tando la geometria della cella coassiale, sarà tanto piìt grande 
q uan to maggiore sa,rà la differenza Z1 • Z2 tra le susC'et.tività del campione l e ciel vetro. 

Per rendere piìt marca.to l'eft'etto e per far sì inolt re che la determinazione nei 
massimi fosse rapportata ad un valore pii1 grande di tlH, in modo che l'errore re)a. 
tivo risulti più piccolo, c i si è serviti d i un valore di X1 po~;tit.i vo ossia di una soluzione 
paramagnetica scelta in modo opportuno. Si è fatto uso a questo scopo di una solu· 
zione di solfato di manganese in H2 0 . 11 va-lore della s uscettivit:\ paramagnetica di 
q uesta soluzione è 11tato calcolato se rvendosi della legge di a1iflitivit:ì di \\'mt, t::)J.\:-.o 6 

tenendo presente il criterio che il valore del tlH corrispondente non doveva ri11ultare 
superiore a. 1000 c . p . s., che i> il massimo intervallo di va ria bilità di'l campo magneti<'o 
in uno spettrometro A. 60. 

Come ultimo accorgimento l'i si è proposti ù i rendere la misura ind ipcutlente 
dalla conoscenza della suscettiviti\ del vetro e dalla geometria della cella <'Oa~siale. 
Per ottenere questo si è osserva.to che uella espre~sione l la separazioni' 6 H è tuta 
funzione lineare. della suscet tività di volume del liquido con tenuto nella regione an ula re. 
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~elht regione l si i• po::;ta la ,;oluzione di ;\ln~04 in 11 2 0 e nella regione :1 sut·t·cs­
sivamente tlell'acetono del dins~ano e tlell 'acqua, l"ostanze di <·ni Ì' hen not a la !'<useet­
t.iv it:\ magnetira. Il t·ontrario non risulta !~perimentalmente possibile in <(nan to i 
pro toni de ll ' ll tO ri~nonano fnori campo a eausa dell 'azione del ~aie para.magnet iro. 
l lisultati ottennt1 Rono preHent.ati in Fig. a e mostrano come~ H ris ulti una funzione 

......... 

' . ... ' -"' ' 100 6"' tPS 

Fig. 3. - ( 'ur vu. di c•ulilu·uziont.• Pt:l' Jlli~u ro di 
~usct'ttiYitù rnngnctlca.. 

linearP di Z3 . [ valori ùi s u,..ccttivit:\ di cui ei ><i i> !'<t'rviti 11ono stati JHP!•i •lalle Tavole 
di ~mit.h. 

l 'na volta PtYettuata. la •·un·a di taratura s i immett~ nella regione:$ la sostanza 
di snsrettiviti't incognita e dal valore~ Il mif!nrato s i riF<ale al valore della suflcettivit:\. 

Il ml'todo des<'ritto può essere applicato :1nche a. misure in funzione •Iella tem­
peratura. 

Bi~ogna prrù precisare eh e ·soprattntt.o por le misure a hassa tempemt.ura (da 
70oC a ooC) le righe tli R. ~l.~ risultano piìt larghe a caw1a. dell'aumento del te.mpo 

di rilassameuto i'lpin -spin al diminuire della t empe1atura e ques to limita la prec!;;ione 
l'On <'Ili i massimi dello spettro po~sono essere determinat.i . Bisogna inoltre tener conto 
della 1·ariazione de lla ~ensihi li tà che gli ;;pettrometri rli R.M.X. hanno in funzione 
della tPmperatura. 

l'ur tntt:Lvia, ques to metodo per mi>~urni e la sn s<·ettività possiede 14UI me todo 
tradizionale di Gon.v il vantnl{gio di risultare molto piìt rapido. Inoltre le dime n!lioni 
d<•l •·am(Jione per applicare il metodo di t :o n l' devono esRere eirra IO volte pi ìt grandi 
di quelle nel'e~~a.rie per il metodo o m des('J'i t t.o. 

23 giugno 1906. U. BEN FATTO , :\T. C:HA~OOLFO e P. L. l ~ DOI' l '\A 
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Curve di crescita di Bacillus megatherium su terreno solido 

l oA AIELLO c CLA RA FRONTA LI 

Laboralon: di F isica 

Riassunto.- Viene d(·s~ritta una t ecnica pt>r il recupero quantitativo 
rli batteri cresciuti in condi:tioni controllate su agar nutri ente . Curve di Crl'· 

scita vengono ottenuti' saggiando i batteri liberati dall'agar per la loro capa­
cità di formarP colonie e contandol i al microscopio in contrasto di fa se. La 
coincidenza drl titolo biologico con il conteggio al microscopio assicura dw 
i batteri non sont• sta t i danneggiati durant<· il procedimento. La tc·cnica dc·­
scritta si presta allo studio sistematico di tutti 9uci fattori (temperatura di 
incubazione, presenza di antibiotici, ecc.) chl' iianno efl'etto sulla cn ·scita 
batterica. · 

Summary (Growth curt•Ps of Bacillus m egathc·rium on so/id m ('di um) . -· 
A tcchnique is dcscribed which ca n give quantitati n· information ahout thc· 
growth of bacteria on nutrient agar. Bacteria are• plated on Petri dishc!> in 
controlled conrlitions, with th(• soft agar techniquP. Samplt>s an· taken dur­
ing growth and resuspPnded in such a way as to dissolve agar without da­
magin~ bactPria . The resuspendcd bacteria art> testcd for their colony fonn­
ing ability, anrl counted at the phase contrast microscopc. Thc coincidence 
of the two mcasurements (Fig. l) cnsures that thc bacteria bave not becn 
damagcd during the proccdun' . Thc tcchniqnc is used in order to i•westi ga te 
some fa ctors aff'ecting tbc bacterial growth, such as initial concentration 
(Fig. 2) anrl soft a gar dcpth (Fig. 3), and lcnds itsdf to a complete' study of 
ali thc factors (as incubation t('mperatur(', presence of antibiotics, etc.) 
influencing t hc bacterial growth. 

Culture: di batteri su terreno solido sono così difl'usc in microbio logia, 
t· in particolare presso chi si occupa di batteriofagi, ch l' pare s trano il fatto 
di non tro\ are in letteratura esempi di curve di crescita per i battt>ri in queste 

Atllt. l sl . Su}lcr . i:itwii<Ì ( 1966) 2 , 710·71U. 
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condizioni, analoghe a quelle che si ottengono invece in cultura liquida (Mo­
~OD, 1958). 

Il caso che ci interessa è quello della crescita del Bacillus megatherium 
piastrat o con la t ecnica dell' agar molle, a concentrazioni tali da dar luogo, 
in fase stazionaria, ad una patina batterica continua. Quest e condizioni son o, 
infatti, quelle ch e si usano normalmente per lo studio e la r1produ zione dei 
batteriofagi. Si tratta quindi di un caso particolare: tuttavia per studiarlo 
si è resa necessaria la messa a punto di una tecnica appropriata che pensia mo 
possa risultare utile in tutti i casi in cui si voglia fare del lavoro quantitativo 
con batteri coltivati su t erreno solido. P er questa ragione ne diamo in questo 
articolo i dettagli t ecnici. 

MAT ERIALI 

Ceppo : Bacillus megatherium · ceppo Parigi. 

Terreno: estratto di carne Cost antino l %; peptone Costantino l %; 
N aCl 0,5 %; con l'aggiunta di agar 2 % per gli agar basali e 0,5 % per gli 
agar molli . 

Piastramento : su piastre P etri del diametro di 9 cm, aggiungendo la 
sospensione · di batteri all' agar molle, disciolto a 70° C e mantenu to a 42° C. 
La t emperatura di incubazione delle piastre è di 30o C. 

Conteggi al microscopio: con camera contabatteri di Thomà in contrasto 
di fase . l> 

PROCEDIMENTO SPERIMENTALE E RISULTATI 

Ci siamo proposti di seguire nel t empo l'andamento del numero di bat­
teri presenti per unità di superficie su di una piastra seminata con un numero 
noto di batter i, presi in una fase ben det erminata della loro crescita . A que­
sto scopo si è utilizzat a per la semina una cultura in brodo di B . megatherium, 
cresciuta in condizioni di t emperatura e di areazione controllat e, nelle quali 
era stata precedentemente determinata la curva di crescita . Un volume noto 
di quest a cultura veniva prelevato al t ermine della fase logaritmica, c ne 
veniva controllat a la densità ot tica ed il titolo biologico. Quest e misure 
permettevano di conoscere esattamente il numero di batteri che, mescolati 
all'agar molle, venivano infine distribuiti sulla superficie della piastra di 
crescit a. La difficoltà presentat a dal problema di seguirne la crescita è quella 
di risospendere in un certo volume di liquido (t ampone fosfati pH 7) i batteri 
contenuti in un blocchetto di agar di dimensioni note, prelevato dalla pia­
stra dopo un certo tempo dalla semina . La risospensione deve avvenire senza 
danneggiare i batteri, che successivamente si titolano per risalire al numero 
di b atteri contenuti per unità di volume, ovvero - dat o lo spessore u ni­
forme - per unità di superficie, nell 'agar molle, ad un tempo det erminato. 

A nn. 1st . Super . Sanita (1966) 2, 710· 716. 
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Dato che per il gel di aga r no n esis tono solventi, e la temperatura di 
fu sione (70° C) danneggPrebbe inevitabilmentl' i batteri, si è> fatto uso di un 
sistem a meccanico del tipo di quelli utiliz:wti n t'gli omogcnizzatori, cou un 
pistone scorrevolt' a t enuta in un tubo di polipropilenc autoclavabile, dt'l 
diamt-tro di 20 m m . Nei t ubi veniva posto l mi di tampont· sterili': a , ·ari 
tempi si asportava con un'ansa dalla piastra di crescita un dischf'tto rita­
gliato ndl 'agar molle mediante la sempli cC' pressiont• dC'lla bocca di una p i­
petta da l O mi. Si ritagliavano così dci dischetti del diametro di circa o;; cm. 
La dimensione esatta del disch f' tto si df'terminava misurando con un calibro 
il diamf'tro intPrno della bocca della pipPtta. 

Il ri~ucchio prodotto nel liquido dal movimento dd pistone er a su flì­
<·iente a sbri ciola re il d ischetto di agar, fino ad aV\'rt' una dispersione a ppa­
rentemt·nte completa. Guardando al microscopio, t uttavia, si potevano vc­
den· ancora grossi ammassi di batteri \'vidcntrmentt' ancora inglobati in 
pezzetti di a gar. P er rlisperdere questi, e spczzan' eventuali catenelle di bat­
teri, la t.ospensione veni va successivamente agitata con perline eli vetro del 
diametro eli J mm facend o u so di un motorino. L' intero processo di risospen­
sio•w era eseguito in un tempo di 2-3 minuti. 

P er controllare da un lato ch f• i batteri non fossero inattivati durante il 
procf'diment o e dall 'a ltro eh t' i singoli corpi batterici risultassero effetti' a­
m ent t· separati , la sosp t-nsione v1·ni,·a saggiata 1ia per il titolo biologico 
(capacità di forman• colonie), sia mediante conteggio al mi croscopio. La coin­
cidenza dei due conteggi evidentemente garanti\'a che tutti i batteri presenti 
fossero capaci di dare una colonia, mentre sia l' incompleta risospensione che 
l' inattivazione dt"i batteri , a' rebbero avuto come conseguenza un titolo bio­
logico infaiore a quello valutato al microscopio. 

In F ig. l è ripor tata una t ipica cun a così ottt'nuta . I punti segnati a 
tempo O sono dedotti dal t itolo biologico t• dal cont eggio al microscopi o 
della cultura batterica utilizzata r(·r il piastramf'nto. La Cllf\ a tratteggiata 
si rift"risce a i conteggi eseguiti a l microscopio , la curva a tratto continuo al 
titolo biologico . I dati sp l'rimcntali diretti , ottenu ti per dischetti d i dimen­
sioni note, sono stati t rasformat i 1w r dare il numero di batteri per unità di 
supcrficit• . Gli errori riportati sono gli errori statistici. 

Come si vcdt•, l'accordo è soddisfacente nella parte centrale (fase luga· 
ritmica) della curva. Lo scostamento a tempi elevati (> 12 ore} era da atten­
dersi , poichè il cont eggio al microscopio non distingue tra batteri capaci o 
incapaci di form are colonie. Lo scostamento che si nota a tempi brt vi , in­
' ece, è probabilmente un artefatto dovuto al procedimento spenm cntale . 
Condizioni di ri sospen sione p iù drastiche infatti aumenta no in modo part i­
colare questo scostamento, con cadute a voltt> veranwntt' notc·voli del t ito lo 
biologico. Qu esto effetto si interpreta pensando clw i ha t tc·ri nella fa!w ini­
ziale d f'lla loro crescita siano pii1 . sensibili ai tratta mPnti subiti, e si lascino 
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inattivare quindi più facilmente che nelle fasi successive; c10 e compren· 
sibile se si pensa che nella fase di latenza iniziale i batteri hanno dimensioni 
notevolmente maggiori che nella fase logaritmica (OGINSKY & UMBREIT, 

1959; MALMGREN & HEDRN, 1947), e che la resist enza dei batteri ai tratta· 
menti m eccanici è tanto minore quanto maggiori sono le dimensioni. 

Batteri fcm• 

o ' 9 12 Ore 1s 

Fig. l. - Curva di c rescita in t erreno solido per B. megatherium piastrato con la t ecnica 
dell'agar molle. e - -- e umero di batteri p er unità di superficie valutato 
mediante conteggio al microscopio; • --- • id., valutato mediante titola· 
zione biologica. I punti segnati a tempo O sono dedotti dal conteggio e dalla 
titolazione eseguiti sulla cultura utilizzata p er il piastramento. 

Abbiamo fatto uso di questa tecnica per s tudiare l'efl'etto sulla curva di 
crescita della concentrazione iniziale dei batteri e dello spessore deU'agar molle. 

In Fig. 2 sono riportate le curve ottenute mescolando all 'agar m olle 
diluizioni scalari (su una gamma di diluizioni l -- 10') di batteri, a parità 
di tutte le altre condizioni (concentrazione e quantitativo di agar molle, 
temperatura di incubazione, ecc.). La conta al microscopio si è potuta ese­
guire solo per le due curve relative alle concentrazioni iniziali più elevate, a 
causa della soglia introdotta dal metodo stesso di conteggio. A concentra· 
zioni inferiori a ....r- 5 · 106 batteri/cm3 infatti il conteggio di un numero 
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rappresentato in Fig. 2, che tanto più bassa è la concentrazione iniziale df'i 
batteri , tanto p1ù lungo è il tempo necessario per r aggiungere il valore di 
saturazione, e tanto piì1 estesa è la zona di plateau, essendo più lenta la suc­
cessiva diminuzione del titolo biologico. Le due curve relative a concentra­
zioni inferiori addirittura non mostrano alcuna riduzione del titolo biologico 
neppure dopo 27 ore di incubazione. 

Famiglie di curve di questo tipo sono evirlentemente di grande utilità 
nello scegliere le condizioni più opportune ad esempio per lo studio della 
riproduzione dei batteriofagi, che dipende ovviamente da quella flei batteri. 

Altro esempio d i applicazione di questa tecnica è quello relativo all'ef­
fetto dello spessore di agar moli!' sulla curva di crescita, riportato in F ig. 3. 

Fig. 3. 

~Batteri J cm2 

l 

l 

106 L-~----~--~~---~----~----~--~L--
0 2 & a 10 Ore 12 

Curve di crescita in terreno solido per batteri piastrati con diversi spessori d i 
a~ar molle. Su una piastra di Petri del diametro di 9 cm venivano versati rispetti­
vnmente: ( • ) 6 mi, (x) 3 mi di agar molle 0,5 %, (a) l mi brodo, contenenti nu­
meri approssimativamente eguali d i batteri. I cerchietti bianchi si riferiscono 
a lla curva di crescita ottenuta con 4 mi a~~;ar molle, praticamente coincidente 
eon la curva relativa a 3 rnl. 

. 11111. 1.•1. S11per. Suuil tì ( l !lfill ) 2. 7 l ll -7 1H. 
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Jn ques to caso Jt' diverSe curve si riferiscono a J JJias tranwnto di volumi di ­
Vf'CS i di agar molle contenenti un numero approssimativamenlt· egual <' di 

batteri, a parità ùi tutte le altre condizioni. La curva piti bassa si riferisct· 

al caso in cui sulla piastra , conterwntc agar basale lwrt asciutto, è s tato ,· .. r­

sato l mi della sospensiortr batterica, sen za a~ar molle. La somiglianza di 
t(Ut'Ste curvP tra di loro mostra come siano rdati , ·amente por o importanti ft · 
forti ntriazioni di condizioni nutriti,.,. t· di ae robiosi (totalt· o pa rzia lt·} n ·a­

lizzatt· nei di' ersi casi. 

Questi esempi danno dunque un ' idea delle applicazioni del metotl u, cht• 
si auspichPrebb ~· più generalmente usato per controllart· in modo quanti­
tativo una SPrit· di fattori che influenzano la crescita dei batteri su t e rreno 

solido (quali temperatura di incubaziont·, prt•senza di antibiotici , ccc.). 
Nonostante che negli esempi citati si s ia sempre in condizioni tali cht' 

la saturazione corrisponda ad una patina batterica uniforme su tutta la 

superficie della pias tra, il me todo si presta ovviamente anche allo studio rlella 
crescita in colonie non confluenti , purch è il b locche tto di agar prdrvato 
sia sempn· di dimensioni t a li da contcnert' un nunwro statisticamt·nte signi­

ficativo di colonit• singole . 

Rinj!raziamu il s i![ . Mariu Ar aco p er l'assis t t>nza t ecnica. 

" l ~ Sl'ltt>mbrl' J9(•n. 
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Un metodo per la classificazione automatica in gruppi 

GtNO FARCHI 

Laboratori di Fi~ica 

R jassunto. - L 'articolo descrive un metodo che permette di compiere 
la classificazione automatica in gruppi di un certo numero M di oggetti d i 
ciascuno dei quali sono state misurate N proprietà caratteristiche. Un pro­
cedimento di analisi fattoriale, messo a punto da Peter Ihm (HILL et al., 1965), 
permette di ridurre le N proprietà caratteristiche ad un numero K < N più 
maneggevole, causanJo soltanto una piccola perdita di informazione. La 
matrice KxM ottenuta fornisce i dati iniziali per la classifica1.ione. Il pro­
gramma che applica questo metodo è stato messo a punto per il calcolatore 
IBM 7040 dei Laboratori di Fisica. 

Summary (A method Jor automatic clustering). - · In this papera mcthod 
for the automatic clas.sification of M strains is described. Each individuai 
strain can be repres~ted by a point, or a vector, in a N-dimen sionai r eal 
and orthogonal space, where N is the numher of binary (O or l) measured 
characters. A method of factor analysis (principal component analysis) 
programmed b y P eter lhm (HILL et al., 1965) r educes the dimensiona of the 
space and gives a characteristic vector for each strain in a K-dimensional 
space where K :::;; N. Each point, representing an organism, is considered as 
the mean of a normal density function, the standard deviation of which can 
be fixed arhitrarily , but is the same for all M points. The program localizcs 
the maxima of cumulative surface obtained by summation of. M gaussian 
surface. Maxima will lie in regions of maximum clustering of points and the­
refore the existence of maxima is an indication of clusters. Fig. l and Fig. 2 
show a simple a pplication of thc m ethod in the case K = l and point out 
the ùependence of the number of peaks from thc standard deviation of the 
normal distribution. The program of the gradient m ethod clust ering, written 
in FORTRAN IV for thc IBM 7040 computer of the P hysics Laboratories, 
acccpts, as input data , the matrix MxK. 

INTRODUZIONE 

Si descrive un metodo (gradient method clustering) utile per la clas­
sifica7.ione automatica in gruppi di un certo numero M di oggetti di 

. 11111. f sl . . <;upa. Sanilà ( I!J66) 2, 717· 721. 
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ognuno dt•i quali siano Rta tc misuratt· 1\ propriet à ca rattt·ristiche. li pro­

blema di sucltliYiderP in grupp·i omogenei un in siemf' d i punti è st a t(l 
aflrontato più , ·olt•· ,. con metodi d i\'ersi, 111 q uanto t'l'So si pn'!"Pnt a 

molto spesso in numerose sCÌf'llZt' quali ad est•rnpio la biologia, la psit·o­
logia , la m edicina, ccc. 

Le difficoltà maggiori che si incontrano sono dovute al fa tto che di solit o 

non si conosce nè il numero di sottog ruppi , n è la loro dislocazione nello spazio, 
n è il numero di punti che appa rtit•ne a ciascun gruppo (J oNES, 1966). 

Questo mt' todo, eh(' è stato programmato nel linguaggio F ORTRA T n' 
è stato applicato con s uccesso nella classificazion i' di un insieme di staphi­
lococci e la suddi visiorw o ttenuta è stata confronta ta con quellP ottenute con 

altri m etodi (HILL et al. , 1965). Il vantaggio più evidente di esso è che i d a ti 
vengono sempre manipola ti dal calcolatore escludendo qualsiasi intt'r vcnto 
del ricercatore ed annullando così qualsiasi possibili t à di valutazioni soggt:> t-·• 

tivc . Non è possibile però applicare il ml:'todo che descri veremo usando dire t­
tamente tutte le N proprietà caratte ristiche perchè il t empo di calcola trice· 
necessario sarebbe eccessivo . 

Si ricorre allora alla analisi fattori ale che permt't te di ridurrc l t· N pro­
prie tà caratteristiche arl un numero K :=:;: N più m aneggpvolc t' ca usa soltanto 
una piccola perdita di informazionc . 

Il prog ramma di analisi fattoria!<' (H ILL et al. , "1965) (« A utomatic classi­
jication b_y principal-component analy sis n scritto d a P. lhm. H . Fongmeyn 

& P. Schnell per il 7090 dd centro dell'EURATOM, I spra) proietta gli M punti, 
rappresentativi degli M oggetti nello spa zio ad N d imensioni , in uno spazio 
a K dimensioni i cui assi sono s ta ti d e terminati in modo da con serva re la 

m assima parte dell 'informazio ne contt>nuta della m atrice Mxl'\ . 
Le K componenti ottenute con quf's ta proiezione non sono d Pi car atteri 

veri e propri, in quanto non sono misurabili , ma sono una fun zi01w dei cara t ­
t eri iniziali . 

Il progra mma, che è sta to scritto in collabor azione con P . L anciani , 

assume dunque ch i' ogni oggetto M sia caratteri zzato d a un vettore a K 

dimensioni , 

m = 1,2, .. ... , l\1 

Nella attuale stesura del programma, scritto nel linguaggio f OH ­
THAN I V per il calcola tort' IBM 7040 dei Labora tori di F isica dell'Istitut o 

SupPrion· di Sanità, K è soggt•tto alla limitazione, K :S,; 6 . 

l . - Descrizione del metodo usato nel programma '' gra dient method clust l·ring "· 

l . l - D escriviamo breYem ente l 'idea, suggrrita inizialm entl' J a 
ScHNELL (1964 a; b) , sulla q ual r si fonda il metodo per forma n i gruppi , a ppli ­

candola ad un caso molto scmpli?e . 

_J /111 . l sl . 8UJJ<'r. Sa11i!ri ( I U(IH) 2, 717·721. 
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Supponiamo di avere un certo numero di elementi, ognuno dei quali è 
caratterizzato da un solo parametro. Ogni elemento può essere rappresenta to 
da un punto su di una retta, la cui dist anza dall' ori gine ra ppresen t a il valore 
del parametro. 

In ognuno di questi punti venga centrata una distribuzione normale la 
cui area sia normalizzata ad l. Costruiamo nel sistema a due dimensioni x, y 
~na curva, che chiameremo cumulativa, nel segu ente modo: ogni punt o di 
essa abbia, per una data ascissa , un'ordinata pari alla somma delle ordinat e 
d i tutte le gaussiane a queUa ascissa . 

La forma di questa cumulativa dipenderà evidentemente dai parametri 
che fissano la larghezza della gaussiana di base. 

Se la sua larghezza a metà altezza è sufficientemente più piccola della 
distanza minima tra i punti rappresentativi (Fig. l) , la cumulativa presen-

1 23 4 51 7 

Fig. l. - Curva cumulativa cost ituita d alla somma di più gaussiane : se la larghezza a 
metà a ltezza delle gaussiane (curve tratteggiat e) è piccola, la cumulativa (curva 
n tratto continuo) p:esenta t anti massimi quanti sono i punt i. 

,. 
terà ta nti picchi quanti sono i punti ; se la larghezza delle gaussia ne cresce, 
è lecito pensare che la cumulativa presenterà dei massimi laddove la densità 
dei punti è maggiore (vedi Fig. 2) . 

Fi~~:. 2. 

1 2J 4 S I 7 

Curva cumulativa costituita dalla somma d i più gaussiane: se la .larghezza a 
met à altezza delle gaussiane (curva tratteggiata) è oppor tuna, la cumula tiva 
(curva a tratto cont inuo) presenta due massimi ed individua du e gruppi. 

Si assume che appartengono ad un gruppo tutti gli individui per i quali , 
par tendo dal punto di cumulativa corrispondente alla loro ascissa e salendo 
passo a passo lungo la direzione del gradiente, si giunge allo st esso massimo. 

Nel caso di Fig. 2 si otterrebbero in qu est o modo 2 gruppi. Al variare 
della larghezza delle gaussiane varia il numero di gruppi che si ottiene ed 
m tal modo si può costruire un dendrogr amma degli elementi in esame. 

l . 2 - Consideria mo ora lo spazio a K dimensioni nel qua le ognuno 
degli M individui è rappresentato da un punto . 

. t un. Tsl . ::>uper. Sanità (1966) 2, 717 ·i2!. 
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Se '"m è il Yettore che rapprest•nta il punto m t>d x è il punto generico 
dPIIo spazio a K dimensioni una gaussiana centrata su m sarà analiticamPntt· 
espressa dalla: 

P er generalità si sono considerati dei crk diversi per ogni asse. La cumu· 
lativa si ottiene sommando tale funzione per tutti gli M punti : 

.... ~l l 
F (x) = ~ 

l m (2 rr) K /2 

Per salire lungo questa superficie, con passo ),, partendo da ciascun 
• 

punto F(vm), sino a raggiungt"re un massimo, è necessario ca lcolare il gra-
• 

dientt> della F (x): 

grad F 

• • + 

dove i1, i 2, .... iK sono verson degli assi. 
P er ottenere il versore della direzione del gradiente, le componenti di 

questo debbono esseri' normalizzate mediante il Vttton·: 

grad F l = [ { (~-)2 ] ''. 
"tk ùxk 

Lt• espressioni delle derivate par.~;ìali sono: 

ilF l ~.!., l " 1 
-- = (

2 
)~'/:! ~m --2- (vkm-xk) ll k --

Jxk rr 1 crk 1 crk 
t'XJl [ -

l 

Ottenuto il versore del gradiente si passa dal punto di eumulati,·a F(,·, .. ) 
al punto: .. 

F[,-
01 

+ ), - vcrsm (grad F)J = F(x1) 

..... ..... 
Ci si chiede quindi se F(x1 ) è maggiore o minore di F(v111 ) . 

Se 

+ + 

si passa con la stessa operazione al punto di cumulativa F(x2) partendo da F(xt)· 
Dopo il j cHimo passo si h a : 

+ ..... 

F(xi + 1) = F[xi + À · vcrs11, (grad F)] 

cd il confronto viene fatto tra: 

+ + 

F(xi.-l 1) rd F(xJ) 

A1111. / si. 811/ll' l'. :San i/ti (I!J(H; ) 2, 71i-i21. 
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Dopo un certo numero di passi il massimo viene raggiunto e per un certo 
j• si trova che : 

Ciò significa che le coordinate del massimo st anno in un intorno sferico 
di XJ• di raggio minore di À. 

P er ottenere queste coordinate con maggior precisione si ricomincia a 
• 

risalire partendo da F(xJ• + 1) con un passo À1 = À/ 10. Si può ripet ere questo 
procedimento sino ad ottenere la precisione desiderata . .. 

Dalle coordinate vm del mcsimo punto rappresentativo si sono ora rag-
+ 

giunte delle coordinat e xm che stanno in un intorno del m assimo raggiunto a 
partire da quel punto. 

Si supponga ora d i ripetere il procedimento a pa rtire da un punto m' 
c che si giunga allo stesso massimo. 

P oiché ci si avvicina alle coordinat e del massimo per approssimazioni 
+ • 

successive, le coordin ate Xm ottenute a partire da v 111 , non coincideranno esat-
+ + 

t ame nte con le coordinat e Xm ' o ttenu te a partire da Vm ' · 

S1 assume che dai punti m ed m ' si è raggiunto lo st esso ma ssimo 
quando: ... 

F(xm' ) l < a 

,. l xm - :m' l < 2 ):: 

dove À è l'ultimo valore che è stato assegna to al passo cd a è un a costante 
(nel p rogramma il valore di essa è st a t o scelto pari alla trecentesima parte 
dell'altezza delle singole gaussiane) . 

La st esura del programma che utilizza questo met odo, è st a ta fatta dal 
Centro di Calcolo dei Laborat ori di Fisica ed esso, inti tolato u Gradient me­
thod clustering n e catalogato con il numero 65021, è a disposizione d i chi 
volesse utilizzarlo . 

30 settembre 1966. 
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Sui metodi di interpolazione di dati sperimentali 

GJNo FARCHI e DIEGO GIUCCI 

Laboratori di Fisica 

Riassun to. - Vengono descritti e discussi i metodi più frcquentt'mcnte 
usati per interpolare con delle funzioni espresse anali ticamentc un insieme 
di punti sperimentali. È inoltre presentato un nuovo metodo, messo a punto 
nel nostro Laboratorio, che sfrutta la possibilità del calcolatore elettronico 
di estrarre numeri a caso in intervalli prefissati. La soluzione approssimat a 
che in tal modo si ottiene, viene raffinata con il metodo del gradiente. 

Summary (Me.thods of fìtting experimmtal data). - Some procedures 
(as least-square method, Gauss method and steepest-descent method) fre­
quently used in fìtting experimental points by mean~ of analytical functions 
are described. The advantages and disadvantages p.resented by these analy­
tical methods are pointed out and this discussion justifies the prcsentation 
of a new mcthod which eliminates some of tbc difficulties . lt consists of two 
steps : l) fit is made using random numbers genera led by the computer; 
2) the approximate solution achieved is improved b y the gradient method . 
The practical application is made possible b y the ever higher speed of tbc 
modern computers and a program has been written in FORTRAN IV for 
the IBM 7040 computer of the Physics Laboratories. 

l NTRODUZIONE 

L' interpolazione di dati sperimentali è uno dei problemi che si presen­
tano più d i frequente in un laboratorio di ricerca. La quasi totalità delle 
esperienze che si intraprendono per lo studio di un particolare fenomeno 
danno, come risultato, una tabella d i valori di una certa quantità fisica in 
funzione d i una o più altre grandezze. È compito poi del fisico, del chimico, 
dello statistico, ecc. a seconda dei casi, interpretare le misure efl'ettuatc. 

Alla base di questa interpretazione sta, la maggior parte delle volte, la 
possibilità di fornire, del fenomeno in esame, una schematizzazionc analitica. 

A ciò è quindi ricondotto il problema dell' interpolazionc : data una serie 
di n valori y1 (ognuno dei quali è affetto dall'errore Ayi) osservati sperimen-

.~ nn. 1st. S ttJJCI'. Sa11ilà (19ti()) 2, 722 ·730 . 
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talmente variando indipendentemente m quantità Xu x 17 ... .. , xm. determinare 
p parametri cxu cx 27 ... , cx11 , atti ad individuare una funzione del tipo y = f 
(xu .. , X.u; 1Xu ... , cx11) in modo che tale funzione approssimi i punti sperimentali 
nel (( miglior modo possibile n. · 

Gli scopi che ci si possono prefiggere nell'affrontare questo problema sono 
essenzialmente due : 

l) determinazione di una qualsiasi funzione atta a riprodurre l'an­
damento dei punti sperimentali al fine di ottenere il valore della quantità 
osservata sperimentalmente per scelte delle variabili indipendenti x17 ... , 

Xm diverse da quelle note; 

2) verifica di una particolare ipotesi teorica sulla distribuzione dei 
valori sperimentali . 

P er quanto riguarda il primo punto, che noi tralasceremo, non esistono 
in genere difficoltà; si trovano in letteratura moltissimi metodi ch e risolvono 
il problema e sarà l'andamento dei punti sperimentali a suggerire, di volta 
m volta, la scelta più opportuna. 

Il problema si fa più complicato nel secondo caso, che è quello di cui 
c1 occuperemo: non è più lecito, infatti, scegliere una arbitraria funzione 
interpolante e la determinazione dei parametri della funzione che rappre­
senta l'ipotesi da verificare comporta, tranne casi particolari, difficoltà ana­
litiche veramente gravi. In base all'esperienza acquisita nel trattare questo 
argomento ci proponiamo di illustrare alcuni metodi per la risoluzione del 
problema dell' interpolazione inteso come verifica di una particolare ipotesi, 
indicandone per grandi linee l'impostazione matematica e discutendone i 
limiti e le possibilità.~ 

Mostreremo poi come da una analisi degli inconvenienti offerti dai metodi 
analitici tradizionali, siamo giunti a formulare (CORTELLESSA & F ARCHI, 

1965) un metodo basato sull'estrazione dei numeri a caso, la cui applicazione 
è resa possibile dalla sempre maggiore velocità di calcolo dei moderni elabo­
ratori elettronici e come, da un uso combinato di quest'ultimo metodo con 
un procedimento analitico, abbiamo ottenuto una soluzione soddisfacente 
del problema dell'interpolazione di curve sperimentali. 

METODI 

Il 'f e lo scarto quadratico medio. 

Siano da ti dunque in funzione di m variabili indipendenti x 1, ... , xm, n 
valori y1 di una certa grandezza sperimentale e i relativi errori ~Yt 

(Yi; X11• X21 , .. .. , Xmt); ~Yt (i = 1,2, .... , n) 

e una funzione : 

. l ,.,t. 1st . Sttper. Sanità (1966) 2, 722·730. 
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di cui si debbono determinare i p para metri oc 1 ,. •• , ""' Un critaio s tatiStico, 
difl'usamente adottato, pf'r stimare la b ontà d i un· interpolazione è quello 
del 'J.2 (chi-quadro) (EVANS, 1955). Questa quantità, definita com<· 

. ,, i 

ovt· SI è posto per comodità 

(i l, 2, ... ,n) 

m ostra che l'accordo tra i punti sperimentali c la curva intcrpolante è tanto 
migliore quanto piì:t essa risulta prossima a zero, perehè si vede immediata· 
m ente che quanto più le f1 (ex 1, . .. , exJJ) approssimano le y1, tanto piì:1 il 1! 
si avvicina allo zero. 

In realtà, in base ad a lcune considerazioni che non è qui il caso di ri­
prendere, si ricava che l' interpolazionc è accettabile quando il z~ ha 1111 

valore che non supera il numero di gradi di libertà•(•) di circa un fattore 2 t•, 

contemporaneam ente, che non scenda al di sotto di un certo limite oltre il 
quale l'interpola:.:ione non risulta piì• statisticamente accettabile; quest'ul­
timo limite, è pari circa alla metà del numero di gradi di libertà (FI SCliER, 

1928). 
È comunque un criterio usuale considerare accettabile una interpola­

zionc il cui x_ 2 ha un valore numerico pari al numero di gradi di libertà ; in 
questo caso il livello di confidenza è pari a ll'incirca al 50 %. 

P er livello di confidenza si intende la 1i robabilità che ripetendo la serit· 
di misure si ottengano delle devia:.:ioni dei valori teorici tali da portare ad tlll 
X2 maggiore di quello ottenuto. 

n problema dcll' intcrpolazione è quindi ricondotto alla dctermina:t.ione 
della serie di p parametri ex., ... , C<r che renda no minimo il y_2• Un a ulteriore 
analisi sul valori' del X2 ottenuto cun la predetta interpolazione ci dirà poi 
se essa è statisticamPnte accettabile . Se il f...2, e quindi il livello di confidenza. 
rientra nei limiti indicati in precedenza, la nostra ipotl'si di partenza potrà 
considerarsi corretta , a ltrimenti saremo costretti a formulare una nuoYa ipo· 
t esi e a ripet ere l 'interpolazione. 

(•) Ricordiamo che si definisce numero di gradi di libertà k la difl'creuza tra il numero 
d ei punti sperimen ta li e il numero di parametri d a determinare, e cioè : 

k = n-m 

An11. l sl. Supcr. Sunii<Ì ( I!J6(i) 2 , i22· 730 . 
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È chiaro, poi, come il criterio del "J..2 permetta di decidere, a calcoli 
e ffettuati, quale tra due o più ipotesi formulate sia quella che più si accorda 
con i dati sperimentali, se ovviamente si decide di scegliere tra tutte le even­
tuali interpolazioni quella che da il .. K minimo entro i limiti di acce ttabilità 
di tale quantità . 

Il criterio del "J..2 è alle volte sostituito, qualora le grandezze misurate 
siano affttte tutte dal medesimo errore, dal t est dello scarto quadratico m c­
dio. Questa grandezza è definita come: 

f 1 frx 1, •.• , rxv) 
]

2 

k 

ove al solito k = n - m indica il numero di gradi di libertà. 
La quantità che si dovrà rendere minima è ora lo scarto quadratico 

medio; l'interpolazione si riterrà accettabile se avrà un valore confrontabile 
con quello costante dell'errore dei punti sperimentali. 

Metodo dei minimi quadrati. 

Qualora la funzione interpolantc soddisfi ad ovvie condizioni di conti­
nuità c derivabilità rispetto ai parametri, la traduzione analitica della ri­
cerca del minimo del valore del x!, t esté definito , porta ad avere un sistema 
di p equazioni nei p parametri incogniti e>:u rxh ..... , IXp (MILNE, 1949): 

~ .) (~ [ r ' l --l>- <~ Yi - fl (rxi , ... , rxp) Wl> 
.)lXI ùrxt ( l l ) 

-2 
( n [y1 - f1 (rx" .. "' rxp)] . ~ . .J 
(~l wi. o 

ùcx1 ) 

(l) 

.)x_2 .) \ n [ - fl (rxu ... , .rxp) r l 

1~1 Y1 Wl> 
.:>rxp .:>rxp 

' l 
) 

( n [ ] 
ùfl ) 

= o = - 2 · ~ Y1 - fl (rxu .. . , 1Xp) . wl --> 
l l l Ùrxp ) 

Si vede chiaramente che, se la funzione f (xu ... , xm ; rx" ... , rxp) risulta 
lineare (o linearizzabile mediante una qualsivoglia trasformazione analitica) 
rispetto a tutti i parametri rx1, ... rxp, il sistema (l) dà luogo ad un sistema lineare 
di p equazioni in p incognite il quale, se il det erminante dei coefficienti è 
diverso da zero, risulta risolubile rispetto ai parametri incogniti a"''" ' IXp· 

Il problema dell' interpolazione è allora ricondotto a1la risoluzione nume­
rica del sistema lineare e può quindi considerarsi completamente det crmi-

. t nn. / si. &11per. &uni/lì (1966) 2 , 722·7:10 . 
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nato. Il valore del x_2 ottenuto con la p-pla di parametri, soluzione del si­
stema lineare, ci fornirà poi la possibilità di giudicare sulla effetti va validità, 
dal punto di vista statistico, dell'interpolazione ·ottenuta. 

Metodo di Gauss. 

Se la funzione interpolante non è lineare nei parametri, pure il sist ema 
di equazione (l) risulta non lineare e, nella maggioranza dei casi, non riso­
lubile analiticamente. 

A C. F. Gauss è dovuto un procedimento che permette di ricondurre, 
anche in questo caso, l'interpolazione ad un problema di minimi quadrati 
risolto per successive approssimazioni. 

L'idea è quella di sviluppare, rispetto ai parametri, in serie di Taylor 
la funzione interpolante e di arrestare tale sviluppo al primo termine, dando 
ai parametri incogniti dei valori approssimati oc'1o oc' 2, ... , oc' P (CnEZEM & 
MooaE, 1963). 

Effettuando lo sviluppo in serie partt ndo dai valori oc'~>"'' oc' P si ottiene, 
trascurando termini di ordine superiore al primo : 

(i l, ... , n) 

Per il x_2 si ha, allora, l'espressione : 

Imponendo le condizioni di minimo per il x_2 si ottiene un sistema lineare 
di p equazioni nei p incrementi incogniti 6.oc~> ... , Llocp ed il problema, come 
si vede chiaramente, è ricondotto ad un problema di minimi quadrati. Si 
può iterare il procedimento assumendo come scelta iniziale dei parametri 
la nuova p-pla oc" ~>'"' oc" P• ove 

(j = 1,2, ... , p); 

si ottengono in tal modo dei nuovi incrementi per i quali si può ripetere il 
precedente ragionamento. 

Il procedimento si arresta quando si è raggiunta una soluzione con suffi­
ciente approssimazione. 

Metodo del gradiente (Steepest-descent method). 

Le considerazioni da cui muove questo metodo sono sostanzialmente 
diverse da quelle che danno luogo al procedimento di Gauss; anche in questo 
caso, però, si richiede la conoscenza di una soluzione oc' 10 . .. , oc' P approssimata 

Ann. lsl. Super. Sanità (1966) 2, 722·730. 
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del problema e vedremo che tale limitazione inficia notevolmente le possi­
bilità di questi due metodi. 

Si consideri il x' come una funzione scalare definita per ogni punto 
di una regione dello spazio, a p dimensioni, dei parametri. È lecito allora valu­
tare, di tale grandezza, il gradiente (KuNz, 1957) : se abbiamo, come al solito 

. X' = Xt (exu ex,, ... , exp) = *l [YI - ft (exu···• exp)r • wl 
avremo come componenti del vettore gradiente : 

grad (x' ) = --, - - , ... , ( 
il:t ilx' ilx~ ) 
llex1 ilex1 ilexp 

E saminando le proprietà del gradiente notiamo che la sua direzione è 
sempre ortogonale alle curve di iso- X2 e il suo verso è tale che uno sposta­
mento infinitesimo concorde col vettore gradiente, porta a valori crescenti 
di tale grandezza. Si può pensare, quindi, partendo da un punto ex' 10 •• • , ex' P 

di muoversi in direzione opposta a quella del gradiente (noi cerchiamo il 
minimo del x2) dando un incremento arbitrario ai singoli parametri . Indi­
cando con ~10 ••• , ~P i coseni direttori del vettore gradiente definiti come 

1 (j = 1,2, ... , p) 

. V±(~)~ 
1 l ilex1 ,. 

e con À un fattore comune, la nuova scelta di parametri che diminuisce il 
valore del X2, è data da: 

(j 1,2, ... , p) 

ove ex'l sono i valori noti di prima approssimazione. 
Il procedimento si può chiaramente iterare, e generalmente, si arresta 

quando il rapporto tra gli incrementi da attribuire ai parametri per fare 
scendere ancora il X2 e i parametri diventa inferiore ad un certo limite, abi­
tualmente fissato intorno a 10"1 + 10·•. 

L'analisi sul valore del x2 ottenuto con la soluzione raggiunta ci dirà 
poi, se l'interpolazione è accettabile o meno. 

Limitazioni dei metodi analitici. 

Al metodo di Gauss e a quello del gradiente sono legati, come abbiamo 
g1a accennato, alcuni inconvenienti che, in molti casi, non permettono di 
dare una soluzione al problema dell'interpolazione. Le limitazioni alle quali 
si va incontro sono generalmente le seguenti: 
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a) è necessario fornire una scelta iniziale dei parametn mcogrut1 
molto prossima alla soluzione. È questo un inconveniente gravissimo a cui, 
tranne situazioni particolarmente fortunate, non si può ovviare ; 

b) vi è la possibilità di intrappolamento della soluzione in un mm1mo 
relativo ; 

c) può darsi che la soluzione a cui si giunge, pur rappresentando la 
migliore interpolazione dal punto di vista matematico, perda qualsiasi signi­
ficato fisico . 

Per illustrare questo punto, supponiamo, ad esempio, che si voglia veri­
ficare se un certo insieme di punti sperimentali può essere interpretato come 
somma di tre curve gaussiane. Può accadere che l'interpolazione matematica, 
non ponendo alcun limite alle variazioni dei parametri, tenda a trasformare 
una delle gaussiane in una funzione delta o a portarla in una zona di ascisse 
che non interessa oppure ad assegnarle una altezza n egativa. Se accade 
questo, è evidente che non si riesce ad ottenere alcuna informazione sulla 
validità della ipotesi iniziale; 

d) il sistema di equazioni, nel caso del procedimento di Gauss, è a 
volte instabile e non permette la convergenza ad una soluzione: 

d') una scelta non convenien.te del fattore À arbitrario, nel metodo 
del gradiente, può compromettere la convergenza opp~re impedisce il rag­
giungimento della soluzione in un tempo ragionevole. 

Metodo dei numen a caso. 

Nel t entativo di eliminare tali inconvenienti si è giunti (CoRTELLESSA 

& F ARCHI, 1965) a formulare un nuovo metodo basato sull 'estrazione dei nu­
meri a caso. In analogia col metodo di Montecarlo per l'integrazione definita 
semplice o multipla, di una funzione a una o più variabili si è pensato di 
impostare il problema dell'interpolazione in modo che la ricerca del minimo 
della funzione X2 (alt'"' !Xp) avvenisse entro limiti di variabilità dei para­
metri prestabiliti. 

Anche in questo caso occorre la formulazione iniziale di una ipotesi e 
quindi la scelta di una funzione interpolante; non è necessario invece fissare 
i valori di una soluzione sufficientemente approssimata del problema, ma 
occorre scegliere degli intervalli entro cui far variare i parametri per la ri­
cerca del minimo X2 • 

Estraendo a caso, secondo una distribuzione uniforme i valori dei para­
metri negli intervalli prefissa ti, si può calcolare il x2 : conservata la p-pia 
di parametri e il valore del X2 relativi ad una certa estrazione, si può ripetere 
il procedimento fintanto che non si ottiene una nuova serie di valori delle 
incognite che migliora il X2 • È evidente, in tal modo, che aumentando il 

Atm. T st . Super. Sanità (1966) 2, 722·730. 



FARCHI E GIUCCI 729 

numero di estrazioni, s1 ottengono delle soluzioni sempre migliori del pro­
blema. Il procedimento si arresta o quando il 'K è tale da portare il livello 
di confidenza entro limiti accettabili, ·e ciò significa proprio che abbiamo . 
provato l'attendibilità della nostra ipotesi, oppure se il x_2 non scende co­
munque al di sotto del valore massimo ammesso, col che abbiamo una risposta 
sulla non esattezza delle ipotesi formulate inizialmente. 

In questo modo si sono eliminati molti dei difetti mostrati dai metodi ana­
litici. Non si corre più il rischio di incappare con la soluzione in un minimo 
relativo del x_2 in quanto ogni estrazione è completamente scorrelata dalla 
precedente e, praticamente, tutta la superficie del x_2 viene esplorata al 
crescere del numero di estrazioni; non c'è più bisogno di conoscere una solu­
zione molto approssimata del problema, perchè gli intervalli di variabilità 
si possono scegliere abbastanza ampi, fatto questo che non comporta nella 
maggioranza dei casi, difficoltà alcuna; si ha comunque una risposta sulla 
validità delle ipotesi iniziali. Sorge però un inconveniente di altra natura. 
t chiaro che è abbastanza conveniente mantenere sufficientemente larghi 
gli intervalli in cui si estraggono i parametri; d'altronde intervalli larghi 
significa minore probabilità di estrarre l'insieme più favorevole di parametri. 
Per mantenere elevata tale probabtlità bisognerebbe compiere un numero di 
estrazioni talmente elevato che l'applicabilità pratica di un tale metodo sa­
rebbe messa in dubbio anche con l'ausilio dei più veloci elaboratori elet­
tronici. 

Per ovviare a quest? inconveniente si può procedere nel modo seguente: 
si esamina, dopo un certo numero di estrazioni (dell'ordine dei 5.000 + 10.000), 
la massima oscillazion: dei valori di ogni singolo parametro corrispondente 
ai più bassi valori dei "J..2 raggiunti e si restringono gli intervalli di vari~­
bilità intorno a questa massima oscillazione. Questa tecnica si può ripetere 
anche per le estrazioni successive e, in tal modo, il tempo di calcolo scende 
a valori ragionevoli. 

Metodo di Mornecarlo abbinato al metodo del gradiente. 

Nonostante che il metodo ora descritto abbia dato risultati molto soddi­
sfacenti rimane il problema dell'eccessivo tempo di macchina che esso ri­
chiede. Per tentare di migliorarlo si è dovuto trovare un sistema che lo ren­
desse più veloce senza perdere con ciò le caratteristiche che lo fanno prefe­
rire ai metodi analitici. 

Questo risultato è stato ottenuto abbinand~ il metodo basato sulle 
estrazioni di numeri a caso con il metodo del gradiente. 

Dopo un certo numero di estrazioni si conserva l'insieme di parametri 
che ci ha portato alla migliore interpolazione e lo si usa quale insieme ini­
ziale dei parametri necessari al metodo del gradiente. 
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A partire da questo insieme si raggiunge un mmtmo che ha molte pro­
babilità di essere il minimp assoluto proprio perché l'insieme da cui si parte 
è già molto prossimo alla soluzione che si cerca. 

Da prove effettuate abbiamo rilevato che è sufficiente compiere per quan­
to riguarda la parte iniziale, circa 5.000 estrazioni . 

L'esperienza mostrerà poi se questo metodo di interpolazione sia ulte­
riormente perfezionabile oppure debba essere completamente rimpiazzato 
da qualche nuovo procedimento ancor più rapido ed efficiente per i problemi 
che continuamente si presentano. 

30 settembre 1966. 
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